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RESUMEN. Estas notas son las memorias del cursillo dictado en el XXII Congreso Colombiano de Matematicas
en la Universidad del Cauca en Popayan - Colombia. El objetivo de este escrito es brindar un acercamiento a la
teoria de moédulos sobre el anillo de operadores diferenciales de una variedad algebraica suave.
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ABSTRACT. Theseare the lecture notes of a short course given at the XXII Colombian Congress of Mathematics
held at Universidad del Cauca in Popayén - Colombia. The aim of this paper is to provide an introduction to
the theory of modules over rings of differential operators over a smooth algebraic variety.
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1. INTRODUCCION

La teoria de los D-médulos tiene su origen como parte del analisis algebraico® de la escuela japonesa de
Kyoto, liderada por M. Sato y M. Kashiwara entre otros [18],[19], [20], [11]. Uno de los principales objetivos
fue el estudio de soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales utilizando herramientas como la teoria
de anillos, el algebra homoldgica y la teoria de haces. Paralelamente, el matematico ruso-israeli J. Bernstein
introdujo los D-médulos en los articulos [3] y [1] desde el enfoque del analisis complejo. Concretamente, J.
Bernstein consideré un polinomio P en n variables complejas y mostré que la funcién P(s) = |P|?, para
Re(s) > 0, extiende a una funcién meromorfa de s sobre todo el plano complejo, y tal que toma valores
en distribuciones de C". Algunos de los resultados que se desprenden del estudio de los D-médulos son
las hiper-funciones de Sato, el analisis microlocal, aplicaciones a la geometria algebraica, la teoria de repre-
sentaciones y la fisica matematica.

Los D-médulos han mostrado ser de gran utilidad ya que mediantes el uso de D-médulos (holonémicos
regulares) se resuelve el problema 21 de Hilbert, como consecuencia de la correspondencia de Riemann-
Hilbert. Adicionalmente, la teoria de los D-médulos provee el contexto apropiado para resolver las conje-
turas de Kazhdan-Lusztig.

A grosso modo, la correspondencia de Riemann-Hilbert responde a lo siguiente. La monodromia asoci-
ada a un sistema lineal de ecuaciones diferenciales da pié a una representacién del grupo fundamental del
espacio base. Ahora bien, si se tiene una representacién del grupo fundamental del espacio base, jes posible
encontrar un sistema de ecuaciones diferenciales tal que su monodromia coincida con la representacién fi-
jada previamente?

Por otro lado, otra de las grandes aplicaciones de la teoria de los D-médulos es el teorema de localizacién
de Beilinson y Bernstein, el cual da una equivalencia entre la categoria de representaciones de un 4lgebra
de Lie semisimple y los D-médulos holonémicos y regulares.
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1l término analisis algebraico es una palabra atribuida a M. Sato quien buscé estudiar propiedades de funciones y distribuciones
analizando los operadores diferenciales lineales que se anulan en estos objetos mediante la teoria de haces, [13].
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Como aplicacién del teorema de localizacién y de la correspondencia de Riemann - Hilbert se pueden
demostrar las conjeturas de Kazhdan-Lusztig, las cuales buscan las férmulas de caracteres para las repre-
sentaciones irreducibles (finito o infinito dimensionales) de un 4lgebra de Lie semisimple.

A continuacién, se ilustra brevemente cémo el uso de los D-médulos permite encontrar el espacio de
solucién a un sistema de ecuaciones diferenciales desde el punto de vista algebraico. Las nociones que se
usan se definirdn mas adelante, [9].

Sea C el campo de los niimeros complejos. Considere un operador diferencial P = )  ¢g,0%, donde
go € C[X1,...,X,), & € N" es un multi-indice o = (a1, ..., @) y 0% = O7'* - - - 09~ Estamos interesa-
dos en resolver el problema P(f) = 0, para f una funcién polinomial.

En general, podemos considerar un sistema

q

> Py(f;) =0

j=1

coni = 1,...py P;; operadores diferenciales. Este sistema lo podemos escribir de manera matricial como
[Pi;][f;]T = 0. Para solucionar este sistema de ecuaciones diferenciales se debe encontrar un médulo sobre
el anillo de operadores diferenciales. Concretamente, el anillo de operadores diferenciales D,, asociado al
anillo de polinomios C[X7, ..., X,], estd generado por las variables X7, ..., X,, y las derivadas parciales
01, ..., 0, sujetas a las siguientes relaciones X; X; = X;X;, 0;0; = 0;0; y la regla de Leibniz. Es decir,

Dn = k:[Xl,...,Xn,ah...,f)n]/(Xin —Xin,aiaj — 8j8i,6iX,» —Xi(?i — 17’i,j = 1,...,n>

Ahorabien, la matriz [P,;] define una aplicacién D,,-lineal -[P;;] : D2 — Dg definadapor (u1, ..., u,) —
(> wiP, ..., > ,; uiPg), cuyaimagen eselideal J = <U1(Z?:1 Pyj)+-- '+UP(Z?:1 Pyi)tut, ... up €
D,,). De lo cual se tiene la secuencia exacta

(1.1) DP——= DI ——Di/]——=0

El médulo DY /.J representa el sistema de ecuaciones diferenciales en cuestién, [20]. Explicitamente, si
fi,. .., fq son soluciones del sistema, se define una aplicacién C-lineal o : DI — C[Xq,..., X,], e; — fi,
donde {e;} es la base canénica de DY. Note que para ) € DY, se tiene que o(Q) = QT (f1,..., f,). Asi
pues, o(J) = 0 luego ¢ induce una aplicacién en el cociente 7 : DZ/J — C[Xy,...,X,]. A su vez, si
7:D%/J — C[Xy,...,X,] es una aplicacién C-lineal, existe una aplicaciéon 7 : DI — C[X1,...,X,]
C-lineal tal que 7(J) = 0, es decir 7 induce la aplicacién 7 en el cociente. Defina g; = 7(e;), luego
para Q € J se tiene que Q7 (g1,...,9,) = 7(Q) = 0, es decir, (g1,...,g,) es solucién del sistema en
cuestién. Entonces, las soluciones al sistema de ecuaciones diferenciales corresponden al espacio vectorial

Homc(DZ/J,C[X1, ..., X4]).

Dicho de otra forma, si a la secuencia (1.1) se le aplica el funtor Homc(—, C[X1, . .., X,]), se obtiene la
secuencia exacta

(1.2)

[Pis]-

0 —— Hom¢(D%/J,C[X1,...,X,]) — Homc(DZ,C[Xy,...,X,]) —— Homc(D?,C[X;, ..., X,])

donde [P;;] - (o) = [Pi;][f:] para o € Homc(D4,C[X1, ..., X,] dada por o(e;) = fi. Note que,

Homc(DZ/J,C[X1, ..., X,]) = ker([P;;]-)

corresponde precisamente al espacio de soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales dado.
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Por lo tanto, para un sistema de ecuaciones diferenciales P existe un médulo Mp := D}*/J, para al-
gunos n y m numeros naturales y J el ideal generado por P, de tal forma que el espacio de soluciones de
P corresponde al espacio vectorial Sol(M,) := Homc(Mp,C[X1,...,X,]). Adicionalmente, con este
método algebraico se pueden obtener soluciones generales al sistema P. Por ejemplo, si C[X1,...,X,] se
reemplaza por el anillo de funciones suaves de un abierto U de R" se obtendria soluciones suaves de P.

Notese que el médulo Mp puede tener diferentes representaciones explicitas. Es decir, pueden existir
operadores P y P’ tales que Mp = Mp: como D,,-médulos. Por ejemplo, (ver [12] pp. xiii), en una
variable z, considere el operador diferencial P = x% — Ay la ecuacién diferencial P(f) = 0, donde f es
una funcién con valores complejos. Si tomamos g = z f, la ecuacién diferencial se puede reescribir via el
calculo

d
Plg) = P(af) = af + 45 f ~ \ef.
delo cual se tiene que P(g) —g = (P 1)( ) = 0. Reciprocamente, si consideramos la ecuacién (P—1)g =
0,y A # —1 obtenemos que f = /\+1 dw 4 satisface P(f) =0,

P 1 dg)_ 1 d dg _dﬁ_Adg 1 d dg Y _0
N—lde) A+1\de \"dz) dr Cdz)  a+ilde \Tdx 9TI9) T

Mas atn, si g = xf con P(f) = 0 entonces

1 dg 1 d o df _>\+1 _L ﬁ_ _
A+ ldr )\+1(dx(xf)) I=3 <f+ ) a1l 1<dx Af)_o'

Analogamentessi f = g con (P — 1) g = 0, tenemos que g = = f.

)\+1 d:v
Por lo tanto vemos que las ecuaciones P(f) = 0y (P — 1)(g) = 0 son equivalentes. En términos de

D,,-médulos esto significa que Mp = Mp_1, y por lo tanto el espacio de soluciones a esta (y a cualquiera

equivalente a ella) ecuacién diferencial esta dado por Homc (Mp, C[X]) = Homc(Mp_1, C[X]).

El articulo esta dividido en cinco secciones. En la primera, los D-médulos se estudian desde el punto de
vista local, es decir, dado un anillo conmutativo R, estudiaremos los médulos sobre el anillo de operadores
diferenciales de R. Las herramientas necesarias para entender conceptos como variedad caracteristica y
moédulos holonémicos se presentaran para ofrecer una explicacion autocontenida. La segunda seccién re-
capitula los conceptos necesarios de la teoria de haces y variedades algebraicas para entender el enfoque
global de la teoria de D-médulos. En la tercera seccién se presentaran los conceptos de haces y variedades
algebraicas indispensables para el estudio global de los D-médulos. En la cuarta seccién se buscara intro-
ducir muy brevemente los D-médulos globalmente. Se dara la definicién de D-médulo para una variedad
algebraica suave. Adicionalmente, se mostrard cémo conectar estructuras de D-médulo con conexiones
planas de un fibrado vectorial y se presentara una lista de ejemplos para ilustrar los conceptos introducidos.
Finalmente, en la quinta seccién, se presentan algunas aplicaciones a teoria de representaciones y se dara
una versién ligera de la correspondencia de Riemann-Hilbert. Es importante decir que estas notas no con-
tienen ningun resultado original, todo el material que se presenta corresponde a la forma en que los autores
decidieron dar el cursillo.

2. NOCIONES PRELIMINARES

En esta primera seccién se definira el anillo de operadores diferenciales para C[ X1, X3, ..., X,,] y se pre-
sentaran algunas de sus propiedades. Adicionalmente, se daran las definiciones de algebra de Lie y de mo-
dulos sobre un 4lgebra de Lie. Los resultados de esta seccién se pueden encontrar en [17] y [10].

2.1. Generalidades. Sea A una C-algebra conmutativa. Se denota por Endc(A) la C-4lgebra asociativa de
endomorfismos C-lineales de A y por End 4(A) el espacio vectorial de endomorfismos A-lineales de A. Se
sigue que End4(A) es una subalgebra de Endc(A). El lector puede verificar que A = End4(A) como C-
algebras via el isomorfismoa € A — a : A — A, donde por definicién a(b) = ab esla multiplicacién en A.
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Por tanto, el producto en A coincide con la composicién en End 4 (A). De ahora en adelante, los elementos
de A se identificardn con los endomorfismos de A que son A-lineales, i.e. A C Endc(A).

El subespacio vectorial de las derivaciones de A esta definido por
Derc(A) := {T € Endc(A)| T (ab) = aT'(b) + bT'(a)}.
[

Para ¢,1) € Endc(A), el conmutador [, | de Endc(A) esta definido por [¢, 9] := ¢ 0o ¢p — 1) o ¢. Por
definicién se tiene que el conmutador [, | : Endc(A) x Endc(A) — Endc(A) es una aplicacién C-bilineal,
antisimétrica y cumple la identidad de Jacobi,

[0, [, pll = [[9, ¥], ] + [, [@, p]]-

En otras palabras, Endc(A) es un 4lgebra de Lie, (ver seccién 2.5). Se deja como ejercicio verificar que el

~

conmutador se anula sobre End 4 (A) = A.

2.2. Operadores diferenciales sobre A. Sean T' € Endc(A) y p € Z>¢. Se dice que T' es un operador
diferencial de orden menor o igual a p si para todo ag, a1, ..., a, € A se tiene que

[T, ag), a1], vy ], ap] = O.

Si T tiene orden menor o igual a cero, para todo a, a9 € A, (T'cag —apoT)(a) = T'(apa) — apT(a) =0,
es decir 1" es un endomorfismo A-lineal.

Observacién 2.1. Por definicién si T es un operador diferencial de orden menor o igual a p, el operador
[T, a] tiene grado menor o igual a p — 1 para todo a € A.

Observacién 2.2. El orden de un operador diferencial se denotara por ord(). SiT es un operador diferencial
de orden menor o igual a p, entonces ord(T") < p.

El subespacio vectorial de todos los operadores diferenciales sobre A se denota por Diffc(A).

Lema2.3. Supongaque T, S € Diffc(A) son de orden menor o igual que nn y m respectivamente. Entonces,
T o S es un operador diferencial de orden menor o igual que n + m.

Proof. Para cada a € A se tiene que
[ToS,a]=To[S,a]+ [T,a]oS.

Noétese que [S, a] es de orden menor o igual am — 1y [T, a] es de orden menor o igual que n — 1, luego el
resultado se sigue por induccién en el grado de la composicién. O

Bajo composicién o se tiene que Diffc(A) es una subalgebra asociativa de Endc(A). Adicionalmente,
Diffc(A) tiene estructura de Z-algebra. Mas atin éste es un anillo filtrado no conmutativo, cuya filtracién
viene dada por el orden de los operadores diferenciales. Explicitamente, la filtracién por el orden esta

definida asi
F,Diffc(A) = {0}, sin < 0.

F,Diffc(A) = {T € Diffc(A)| ordende T < n}.

La filtracién por el orden es creciente, i.e., F),Diffc(4) C F,,11Diffc(A). Por otro lado, se tiene que la
filtracién por el orden es compatible con la estructura de algebra de Diffc(A), es decir, para todo par de
enteros n, m

F, Diffc (A) o Fleﬁc(A) - FnerDiﬂ:c(A).

Lema 2.4. La filtracién por el orden cumple las siguientes propiedades
(1) F()Diﬂ:c( ) A.
(2) FDiffc (A) A & Derc (A)
(3) [F.Diffc(A), F,,,Diffc(A)] C Fym_1Diffc(A).

Proof. (1) Sesigue de Enda(A) = A.
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(2) Derc(A) C F\Diffc(A) ya que paraT € Derc(A)y a,b € A se sigue que
[T’ a)(b) = T(a(b)) — a(T(b)) = T(a)b,

es decir el conmutador es igual a multiplicar por un elemento de A. Nétese que toda 7" € Derc(A)
cumple que 7'(1) = 0, de lo cual se tiene que T'(a) = [T, a](1). Ahora bien, si S € F;Diffc(A)
definaT = S—5(1) ysesigueque T'(a) = [T, a)(1) y T(ab) = [T, ab](1) = bT'(a)+aT(b). Luego
S =T+ S(1) donde T es una derivacién y S(1) € A. La suma es directa ya que Derc(4)N A =
{0}.

(3) Por induccién en n + m. En el caso base no hay nada que demostrar. El paso inductivo se sigue de

la siguiente igual (identidad de Jacobi)
HTv S]» a] = [[Tv a}’ S] + [T, [Sv a]]

O
El anillo graduado asociado a la filtracién del orden en Diffc(A) esta dado por
GrDiffc(A) = €P) (F.Diffc(A)/F, 1 Diffc(A)) = @D Gr, (Diffc(A)).
nezZ nezZ
De la condicién (3) del Lema 2.4 se tiene que GrDiffc(A) es un A-algebra conmutativa.
Ejemplo 2.5. Considere A = C[X7, ..., X,,] el anillo de polinomios en n variables con coeficientes en C.

Se denota por D(n) = Diffc(C[X7, ..., X,]) el anillo de operadores diferenciales. Definase los simbolos
01, ..., 0 mediante la regla 0;(X;) = d;; los cuales se extienden a D(n) usando la regla de Leibniz. Se
(0i

puede mostrar que el conjunto ‘)?:1 forma una base para Derc(C[X1,..., X,]) como C[X1,..., X,]-
médulo.

Ahora bien, considere dos conjuntos de indices finitos I = {i1,...,in}y J = {j1,.--,Jn}

Xt =xjp. . Xin, ) =0 .. 9

n n o

denotan los productos finitos entre los operadores X; y 0;, 1 < 4,5 < n. Por definicién se tiene que
X197 € D(n) y se puede mostrar que (X?9”7); ; forman una base como espacio vectorial sobre C. Es claro
que el orden de X”9” es menor oiguala |J| = >_;_, ji. En general, para T = Poin<p Pr(Xa, .., X,)o!
donde P;(X1,...,X,) € C[X1,...,X,], suorden es menor o igual a p. N

2.3. El simbolo de un operador diferencial. Seann > 1, T € F, Diffc(4) y a1, ..., an, € A. Considere la
aplicacién 0, (T') : A™ — Diffc(A) definida por

on(T) (a1, ...;an) = [...[[T, a1}, az], ..., an].
Como el orden de T' es menor o igual que n, la aplicacién o, (1) toma valores en FyDiffc(A) = A.
Lema 2.6. Laaplicacién 0,,(T") es C-multilineal simétrica.
Proof. Notese que para todo S € Diffc(A4) y a,b € A se tiene que

(S, a],0] = [[S; b]. a],
de lo cual se sigue que
on(T)(a1, ... a1,y an) = on(T) (A1, Qig1, Ay e ooy Gp),

donde (a,...,a,) € A™. O
Observacién 2.7. El orden de T es menor oigualan — 1 <= 0,(T) = 0.

Para el caso A = C[X1,...,X,,), el anillo graduado asociado GrD(n) tiene una descripcién explicita
en términos de generadores y relaciones. Para presentar tal descripcidn, se construird un isomorfismo de
C-algebras denotado por Sym. La funcién Sym viene inducida por un polinomio Sym, () que se define a
continuacién.

Sea T' € D(n) un operador diferencial de orden menor o igual a p.
e Sip <0, entonces T =0y Sym, (T) = 0.
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e Sip=0,entoncesT € C[Xy,...,X,]ySym,(T) =T.

e Sip > 1, entonces Sym (1) se construye de la siguiente forma. Para cada n-tupla (§1,...,&,) €
C™ seals = ZLI & X, € C[Xy,...,X,]. Ahorabien, considerelaaplicaciénC" — C[X1,..., X, ] =
FyD(n) dada por,

(&1,...,&n) — 2%ap(T)(lg,...,lg),

esta se corresponde a un polinomio en C[X1, ..., Xn, &1, ., &n]. Definimos Sym (7') como el
polinomio asociado a la aplicacién anterior.

El polinomio Sym,(T’) se denomina el p-simbolo de 7.

Ejemplo 2.8. Explicitamente, para orden menor igual a p se tiene que,

(1) Sym,(X;) = X;.

(2) Sym,(0;) = &, yaquepara f € C[X1,..., X, setiene

(03, & X51(f) = &(0:X; — X;0:)(f)
=& (0i(X; f) — X:0;(f)) = ;045 f-
(3) De los ejemplos anteriores se tiene que si 7' = >oin<p Pr(X )0, entonces
Sym,(T) = > Pr(X)¢".
[II<p

Lema 2.9. Siord(T") < p entonces Sym, (T') = 0
Proof. Se sigue de la Observacién 2.7. O

Por el Lema 2.9 la aplicacién Sym,, factoriza por el anillo asociado graduado a Ia filtracién dada por el
orden,

Sym,, : Gr,D(n) — C[X1, ..., X;, &1, .., &nl,
la cual induce la aplicacién
Sym: GrD(n) — C[Xy,..., X, &1, .., &l
Lema 2.10. Sean Ty S dos operadores diferenciales de orden p y g respectivamente. Entonces
Sym,, (T'0S) = Sym (T)Sym,(S5)
Proof. Ver pp. 21 de [17]. ]

En otras palabras del Lema 2.10 se sigue que Sym es una aplicacién de C-algebras. Adicionalmente, por
el Ejemplo 2.8, se tiene que Sym es sobreyectiva.

Lema 2.11. Sym,(T) =0 <= ord(T) <n—1.

Proof. Por induccién en p. Ver pp. 22 de [17]. ]
Del lema 2.11 se tiene que la aplicacién Sym es inyectiva.

Teorema 2.12. La aplicacién Sym es un isomorfismo de C-algebras.

2.4. Médulos, soporte y variedad caracteristica. Debido a que D(n) es un anillo no conmutativo, a priori
hay que distinguir entre la categoria de D(n)-moédulos a izquierda y a derecha. Para efectos de las defini-
ciones que se dardn en esta seccidn, se trabajara con D(n)-médulos a izquierda.

Por un D(n)-médulo M se entenderd un grupo abeliano dotado de la estructura de C[ X7, ..., X,,]-
modulo en el cual los simbolos 0; actiian como derivaciones en Endc(M). En esta seccién se introducira
un tipo especial de D(n)-médulos. Para esto se necesita recordar algunas nociones de teoria de anillos.

Paracadaz € C"seam, = {f € C[Xy,...,X,]|f(x) = 0} el ideal maximal de C[X7, ..., X,,]
que consiste de funciones que se anulan en z. La localizacién de C[X1,..., X,,| en m, se denotara por

C[X1,...,Xp]s. Elideal maximal de C[X}, ..., X, ], ser4 denotado por n, y ya que C[X7,..., X,], es
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un anillo local regular tenemos que n,; = (M) .

Consideremos a M con su estructurade C[ X1, . .., X,,]-médulo a izquierda. Para cadax € C" se denota
por M, la localizacién de M en m, es decir

My = My, = (C[X1,...,X,] —my)"'M 2 C[X1,..., X,]e ®cix,,...,x,] M.
Luego,el soporte de M esta dado por
Supp(M) = {z € C"|M, # 0}.

Para un [ un ideal de C[X1, ..., X,,] denotaremos por V'(I) a la variedad de ceros del ideal I, es decir,
V() :={(z1,...,2n) € C"|f(x1,...,2,) =0, paratoda f € I}.

Luego el soporte del D(n)-médulo M esta contenido en C". Mas atin, como M esun C[X7, ..., X,,]-
moédulo se puede mostrar que
Supp(M) = V(Annc(x, ... x,)(M))
donde Annc(y, .. x, )M = {f € C[X1,...,X,]| fm =0, Vm € M}. En particular, si M es finitamente

n

generado, entonces Supp(/) es un subconjunto cerrado de Zariski en C™.

A cada T € D(n) la aplicacién Sym, ver seccién 2.3, produce un polinomio en C?" denotado por
Sym(T'). Si M es D(n)-médulo generado por un ideal I = (T7,...,Ty) C D(n), entonces tiene sentido
considerar la variedad V ({Sym/(T')|T € I}),la cual llamamos variedad caracteristica. Esta variedad busca
describir el espacio de soluciones del sistema T3u = ... = Tyu = 0 donde u € C[X7, ..., X,,]. En muchos
casos ocurre que la variedad caracteristica coincide con V (Sym(T1),. .., Sym(T})), pero puede ocurrir
que ésta sea mas pequefia. Los D(n)-moédulos para lo que la variedad es de dimensién minima son de par-
ticular interés, ver seccién 4.1. El estudio de estos médulos se encuentra en [9] pp. 81.

En general, para un D(n)-médulo M, definimos su variedad caracteristica de la siguiente manera. Supong-
amos que M admite una buena filtracién (ver pp. 10 de [17] para la definicién) F'M que es compatible con
la filtracién dada por el orden F'D(n) en D(n). En particular, si M es un D(n)-médulo finitamente gen-
erado, entonces existe una buena filtracién F'M, (ver pp.10 de [17]).

El ideal caracteristico de M asociado a una buena filtracién F'M se define por el radical del anulador de

Gr(M) con respecto a GrD(n).

J(M) = \/AnnGr(D(n))(GT(M))'

Proposicién 2.13. J(M) no depende de la buena filtracién de M.

Proof. Ver pp. 15 de [2]. O
La variedad caracteristica de M esta definida por la variedad cortada por el idela J (M),
Ch(M) =V (J(M)).
Si se cumple que dim(Ch(M)) = n diremos que M es holonémico.
Ejemplo 2.14. C[X1,...,X,] esun D(n)-médulo holonémico.
Ejemplo 2.15. M = D(n)/I donde I = (T1,...,T}) ideal de D(n), es un médulo holonémico.

2.5. Algebras de Lie. Un é&lgebra de Lie es un C-espacio vectorial g dotado de una aplicacién bilineal [, | :
g X g — g, llamada corchete de Lie, que cumple las siguientes condiciones

o Antisimetria [X,Y] = —[Y, X], paratoda X,Y € g.

e Identidad de Jacobi [ X, [Y, Z]] = [[ X, Y], Z] + [V, [X, Z]] paratodo X,Y,Z € g

Ejemplo 2.16. o El espacio vectorial de las derivaciones C-lineales, Derc(A) para A una C-algebra
conmutativa, donde el corchete esta dado por el conmutador [¢, )] = po1p —1p 0 ¢.
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e Las matrices n X n con el corchete dado por el conmutador [X,Y] = XY — Y X para dos matrices
X, Y. Este espacio se denota por gl,,(C) y es llamado algebra lineal general.

e El subespacio de gl,,(C) cuyas matrices tienen traza cero con el mismo corchete de gl,(C) es un
algebra de Lie la cual se denota por sl,,(C) y es llamada algebra lineal especial. En el caso n = 2,
una base para sl5(C) estd formada por las matrices E = <8 é) VP = ((1) 8) ,H = (é 01> .
Las reglas de conmutacién estan dada por [E, F| = H, [H,E] = 2FE and [H, F| = —2F.

e Sea V un espacio vectorial sobre C. El espacio vectorial de transformaciones lineales V' — V,
denotado gl(V), tiene estructura de algebra de Lie donde el corchete esta dado por [f,g] = fog —
g o f. En particular, si V" es de dimensién finita n, mediante un isomorfismo V' =2 C" se tiene que

gl(V) = gl,,(C), el cual es un isomorfismo que depende de V' = C”.

Dadas dos 4lgebras de Lie (g1, [,]1) y (g2, [,]2) un morfismo ¢ : g3 — g2 de algebras de Lie es una
aplicacion lineal tal que ¢([X,Y]1) = [¢(X), ¢(Y)]2 paratodo X, Y € g. Se dice que I es un ideal de g si
es un subespacio de g tal que [g, I] C I, es decir, I es cerrado bajo el corchete de g. El kernel y la imagen
de un morfismo de algebras de Lie son ejemplos de ideales. Adicionalmente, un algebra de Lie g es simple si
[g, 9] # 0y sus tinicos ideales son g y 0.

Una representacién de g es un morfismo de algebras de Lie p : g — gl(V). Se denota la accién de g sobre
V como X - v := p(X)(v), paratodo X € gy v € V. Note que el corchete de dos elementos [X, Y] actia
sobre V mediante laregla [X,Y]-v =X - (Y -v) =Y - (X - v). En este caso se dice que V es un g-médulo
o una representacién de g. Los morfismos entre g-mddulos se definen de la manera natural. La categoria de
g-modulos se denotara por g-Mod.

El algebra envolvente universal de g, denotada por U(g), se define como:
Ul =T(@/(XoY -YoX-[X,Y]|X,Y eg),

donde T'(g) es el algebra tensorial de g. Es importante notar que U(g) es una C-algebra asociativa con
unidad, noetheriana y sin divisores de cero. La filtracién del 4lgebra tensorial 7'(g) induce una filtracién
en U(g) de tal forma que GrU(g) = S(g), donde S(g) es el algebra simétrica de g; este isomorfismo recibe
el nombre de Teorema PBW ([10], Teorema 17.3). En particular el Teorema PBW implica que el conjunto
de palabras de elementos de g forma un conjunto de generadores para U (g), (una base PBW).

Ejemplo 2.17. Para sl5(C), los elementos de la forma F' H7 E* forman una base PBW, para todos i, j, k €
N.

Observacién 2.18. Cualquier g-médulo es un médulo para U(g) al extender la accién al producto tensorial.
Reciprocamente, todo médulo para U (g) es un médulo para g al considerar la accion restricta a los elementos
de g. Por lo tanto U(g)-Mod es equivalente a g-Mod.

Para un 4lgebra de Lie g la representacién adjunta estd dada por la aplicacién ad : g — gl(g), donde
paracada X € g,ady : g — gestal queadx(Y) = [X,Y] paratoda Y € g. En. el caso particular de

0 -2 0
sl5(C), la representacién adjunta en los elementos basicos viene dada poradg = |0 0 1], adp =
0 0 0
0 0 0 2 0
-1 0 OJ,adg=(0 0 O
0 2 0 0 0 -2

3. HACES Y VARIEDADES ALGEBRAICAS

En esta seccidn se presentan las definiciones basicas de variedades algebraicas y haces definidos sobre estos
espacios. Adicionalmente, se ejemplificaran en algunos casos las definiciones presentadas en esta seccién. El
contenido de esta seccién esté inspirado en [8, 14, 2, 9].



INTRODUCCION A LOS D-MODULOS 9

3.1. Algunas observaciones en la teoria de haces sobre espacios. Sea X un espacio topolégico. Denote por
Op(X) la categoria de los conjuntos abiertos de X, i.e. la categoria cuyos objetos son los conjuntos abiertos
de X y para cualesquiera dos conjuntos abiertos U y V de X existe un morfismode U a V'siysélosiU C V.
La categoria opuesta de Op(X) se denota Op(X)°.

Un prehaz® F sobre X con valores en una categorfa C es un functor 7 : Op(X)° — C. Explicitamente
para todo U C X subconjunto abierto, 7 (U) es un objeto de C. Para cada inclusién ¢ : U < V existe un
morfismo “restriccién” F (i) = py; : F(V) — F(U). Mas atin, para todo abierto U, pj = idx(y) y para
cualquier tripleta de abiertos U, V, W talesque U C V' C W se tiene que pEV = pg o p‘vy. Si la categoria
C tiene objeto cero 0 entonces F (&) = 0.

Observacién 3.1. En este articulo la categoria C correspondera a alguna de las siguientes: la categoria de
conjuntos Sets, la categoria de grupos abelianos Ab, la categoria de anillos Rings o la categoria de R-médulos
R-Mod para un anillo R dependiendo del contexto.

Para cualquier abierto U C X los elementos de 7 (U) se llaman secciones locales de F. Si¢: U C V
es una inclusién entre dos conjuntos abiertos de X y s € F(V), la restriccién py; (s) se denota por s|. Es
usual denotar el conjunto de secciones locales F(U) por I'(U, F). El functor I'(U, _) se llama functor de
secciones locales. En el caso U = X, el functor I'(X; _) es llamado functor de secciones globales de X.

En adelante se trabajaré bajo el supuesto que C es una categoria en la cual existen productos. Un prehaz
JF sobre X con valores en C es un haz, si para todo abierto U de X y cualquier cubrimiento abierto {U;} de
U el siguiente diagrama es un ecualizador en C:

FU)—ILF(U) —= Hz’}j F(U; N U;)

En otras palabras, para todo abierto U C X y todo cubrimiento {U;} de U se tiene que F' cumple las
siguientes propiedades

(1) Sis,t € F(U) son tales que sy, = ¢
(2) Sis; € F(U;) estal que s;

U, para toda i, entonces s = t.
U.nU, entonces existe (tnica) s € F(U) tal que s|y, = s;

U;NU; = S]

Observacién 3.2. Si existe una seccién “cero” en F(U), por ejemplo C es Ab, entonces la condicién (1) dice
que toda seccién que es localmente la seccién cero debe ser la seccién cero.

Ejemplo 3.3. Sea X un espacio topolégico, para todo abierto U C X se define C%(U) = {f : U —
R| f escontinua }. Claramente C% es un prehaz y puesto que su naturaleza es puramente local se tiene
que C'% es un haz. Si X es una variedad suave, se define C¥(U) = {f : U — R| fessuave}, yse
tiene que la asignacién C' es un haz. Similarmente, para X una variedad compleja, el haz de funciones
holomorfas se define de manera similar y para X una variedad algebraica (o esquema) se tiene el haz de
funciones regulares.

Ejemplo 3.4. Sea X un espacio topoldgico y sea A un grupo abeliano con la topologia discreta. Defina
A({U)={f:U — A| [ escontinua }. Entonces .A es un haz llamado haz localmente constante. Si U es
conexo, A(U) = A, caso contrario es isomorfo una suma directa de copias de A.

Para cualesquiera dos haces F y G sobre X con valores en C, un morfismo ¢ : 7 — G es una transforma-
cién natural entre los functores F y G, i.e. para todo par de abiertos U C V de X, p(U) : F(U) — G(U)
es un morfismo en la categoria C para el cual el siguiente diagrama conmuta:

2La palabra (pre)haz se utiliza como traduccién de la palabra francesa (pré)faisceaux o de la palabra inglesa (pre)sheaf. Dependiendo
de la escuela, en espafiol se utiliza la palabra (pre)gavilla como sinénimo de (pre)haz.
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Se denotar4 la categoria de prehaces sobre X con valores en C por PSh(X,C); si la categoria C es clara
en el contexto de trabajo, entonces sélo se escribirda PSh(X), y se denotara su subcategoria plena de haces
como Sh(X). Cabe notar que si la categoria C es abeliana, entonces la categoria Sh(X) también lo es. En
lo que sigue la categoria C se supondra ser una categoria abeliana.

Se sigue que todo haz es un prehaz, es decir, existe el functor de olvido for : Sh(X) — PSh(X). Sin
embargo, no todo prehaz es un haz. Pero es sabido que el functor for cuenta con un functor adjunto a

izquierda i : PSh(X) — Sh(X) el cual a cada prehaz F le asocia un haz llamado “sheafification” i+ F.
Al ser functores adjuntos se tiene el siguiente isomorfismo de conjuntos

Hompgi(x) (F, for(G)) = Homgy(x)(i* (F),G)

lo cual es equivalente a decir que para cualquier prehaz F, y cualquier haz G y morfismo de prehaces 1 :
F — G = for(G), (note que G = for(G) como prehaz), existe dnico morfismo ¢ : i (F) — G tal que
Y = ¢ ong,donde nr : F — i*(F) es el morfismo de adjuncién. Por F* se denota el haz i (F) el cual
admite una descripcién explicita dada por

]-'+(U):{5:U—> U]—"m | s(x)e]-}y{

Ve eU, 3V oz, VCUyte F(V) } }
xeU

tal que Vy € V se tiene que t,, = s(y)

Todo morfismo de haces con valores en Ab define los siguientes prehaces asociados a él. Suponga que
¢ : F — G es un morfismo de haces con valores en Ab.

e El kernel de (: Para todo abierto U C X, (ker ¢)(U) = ker(p(U)).
e El cokernel de : Para todo abierto U C X, (coker ¢)(U) = coker(p(U)).
o Laimagen de ¢: Para dodo abierto U C X, (im ¢)(U) = im(¢(U)).

Se puede mostrar que el kernel de ¢ es de hecho un haz, sin embargo, esto no ocurre con los prehaces
imagen y cokernel. Por lo tanto los haces imagen y cokernel de ¢ son las “sheafificaciones” de estos prehaces
y se denotan im ¢ y coker ¢ respectivamente.

Ya que uno de los objetivos de los haces es entender informacién local, es importante definir gérmenes
de secciones locales. Sea F un haz sobre X, el “stalk” sobre = € X esta dado por

Fo = lim F(U) = | | F(U)/ ~ .
Uszx zeU

Asi, el stalk F,, tiene por elementos clases de equivalencia [f, U] donde U es un abierto y f € F(U). Dos
clases [f,U] y [g, V] son equivalentes si existe abierto W C U NV tal que f|w = g|w. De lo cual se tiene
que el germen de una seccién s € F(U) se define como la imagen en el stalk s, € F,.

Dados dos haces 7' y F sobre un espacio topolégico X, F' es un subhaz de F si para cualquier abierto
U de X, F'(U) es un subobjeto de F(U) y el morfismo restriccién de F’ se hereda de F.

Sean F, G y H haces sobre X ysean ¢ : F — G y 1 : G — H morfismos de haces, entonces:

e  es un monomorfismo si y sélo si ker ¢ = 0, i.e., ¢, es un monomorfismo en C.
®  esun epimorfismo si y sélo si im ¢ = G, i.e., ¢, es un epimorfismo en C.
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@ Y <y T
e 0 F g H 0 es una sucesién exacta corta de haces si y sélo si ¢ es un

Go 2 H, 0

P

monomorfismo, Y es un epimorfismo y ker ¢ = im ¢, i.e., 0 Fa
es una sucesioén exacta corta en la categoria C.

3.2. Variedades algebraicas. La idea intuitiva de una variedad afin corresponde al conjunto de ceros de un
sistema de ecuaciones polinomiales. Una variedad algebraica, serd una variedad que admite un cubrimiento
finito por variedades afines, es decir, es un espacio que localmente es el conjunto de ceros de un sistema
polinomial. Estos conjuntos de ceros no necesariamente coinciden de un abierto a otro. En esta seccién se
daran algunas ideas basicas sobre variedades algebraicas. Por simplicidad el campo de base seran los niimeros
complejos, C.

Sea C[X1,...,X,] el anillo de polinomios en n variables. Considere un ideal I de C[X1,...,X,]y
defina el conjunto V(I) = {& € C" | f(x) = 0, Vf € I}. V(I) se llama conjunto algebraico. Como
primeros ejemplos tenemos que V(0) = C™ y que V(1) = (). Claramente, V(I) C V(0) = C™ para todo

ideal I del anillo de polinomios.

Los conjuntos algebraicos son cerrados bajo uniones finitas y bajo intersecciones arbitrarias. Recuerde
que V(0) = C" y V(1) = ) son conjuntos algebraicos. Asi, los conjuntos algebraicos forman una topologia
(por conjuntos cerrados) de C". Esta topologia se llama la topologia de Zariski. Los abiertos basicos de esta

topologia se denotan por D(f) = C™ \ V(f), para f un polinomio.

Observacién 3.5. El espacio C" est4 dotado de dos topologias, la topologia analitica y la topologia de Zariski.
Ya que el conjunto de ceros de un conjunto de polinomios es cerrado en la topologia analitica, tenemos que
la topologia analitica es més fina que la topologia de Zariski.

El espacio C™ con la topologia de Zariski, estd dotado de manera natural de una familia distinguida de
funciones, a saber, las funciones polinomiales. Estas funciones estin en correspondencia biyectiva con el
anillo de polinomios C[ X1, ..., X,]. A un polinomio visto como una funcién sobre C" lo llamaremos una
funcién regular, y el conjunto de funciones regulares de C" se denotara por O¢» (C") := C[X7, ..., X,,].

Las funciones regulares se pueden definir también para todo abierto (con la topologia de Zariski) U de C",
el conjunto de tales funciones se denota por Ocn (U) y esta en correspondencia con las funciones f : U — C
tales que para cada V' C U abierto basico, f|y es una funcién racional que no tiene polos en V. Se puede
mostrar que la asignacién U +— Ocn (U) para todo abierto de C™ es un haz de C-4lgebras. El par (C™, Ocn)
se llama espacio afin n-dimensional.

Sea Y un conjunto cerrado irreducible del espacio afin C", es decir Y no puede ser expresado como la
unién de dos subconjuntos cerrados propios. Oy (V') se define como el conjunto de funciones regulares en
Y, es decir, Oy (Y) = Ocn (C™)/I(Y),donde I(Y) = {f € Ocn(C™) | f(y) =0 Vy € Y} eselideal que

define a Y. Similarmente, se puede definir un haz de C-algebras Oy asociado a la variedad Y.

Ahora bien, una variedad algebraica afin es un par (Y, Oy ) donde Y es un cerrado irreducible del espacio
afin C" y Oy es el haz de funciones regulares. El par (Y, Oy ) se escribe simplemente como Y/, teniendo
presente que este espacio estd dotado del haz estructural Oy-.

Dadas dos variedades algebraicas afines X y Y, un morfismo ¢ : X — Y es una funcién continua tal
que para todo abierto U de X y toda funcién regular g € Oy (U) se tiene que g o ¢ € Ox (o *(U)). El
morfismo ¢ es un isomorfismo si ¢ es un homeomorfismo y la asignacién en anillos de funciones regulares
g+ g o es un isomorfismo de anillos.
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Decimos que un par (X, Ox ), donde X es un espacio topoldgico y O x es un haz de C-algebras sobre X,
es una variedad algebraica si X admite una cubierta finita por variedades algebraicas afines.

Observacién 3.6. Las variedades algebraicas seran separadas, intuitivamente esto significa ser Hausdorff en
el sentido usual.

Ejemplo 3.7. La linea proyectiva P! se define como el conjunto C LI {co0}, donde 0o es un simbolo, el punto
al infinito. Equivalentemente, P! se define como el espacio de clases de equivalencia de parejas (o, z1)
de elementos de C? tale que 7o # 0y x1 # 0, bajo la relacién de equivalencia (xg, z1) ~ (Azg, Az1) con
A € C\{0}. La clase de equivalencia de un punto en P! se denotara por [z : x1]. Las funciones regulares en
los abiertos de P! son localmente cocientes de polinomios homogéneos en dos variables del mismo grado. Se
puede mostrar que P! es una variedad algebraica la cual tiene cubierta Uy, U; donde Uy = P! —{[1,0]} = C

yU; =P — {]0,1]} = C.

Observacién 3.8. El haz de funciones regulares de P! se puede construir “pegando” los haces de su cubierta
afin.

3.3. Ox-mdbdulos. Los haces que trabajaremos en el resto de estas notas tienen la estructura extra de mé-
dulo. Veremos su definicién, algunas propiedades y ejemplos de los mismos.

Suponga que (X, Ox ) una variedad algebraica y sea 7 un haz sobre X. Se dice que F es un O x -médulo si
para todo abierto U de X se tienen que F(U) esun O x (U)-médulo, y si para V' C U, V abierto, el morfismo
restriccion F(U) — F (V') es compatible con la estructura de médulo via el morfirmo Ox (U) — Ox (V).
Un Ox-médulo Z es un haz de ideales si Z(U) es un ideal de Ox (U) para todo abierto U de X.

Sean F y G dos Ox-médulos. Un morfismo ¢ : F — G de haces es un morfismo de Ox-mdédulos si
@(U) es un Ox (U)-homomorfismo. Un O xy-médulo F se dice libre si F =2 O%, paran € Z>o U {oc0}. F
se dice localmente libre si existe una cubierta {U;} de X tal que F |y, es libre.

Sea X una variedad algebraica y F un Ox-médulo. Decimos que F es cuasi-coherente si admite resolu-
cién Og( — (’))J( — F — 0,donde I y J son dos conjuntos indexantes arbitrarios. Ademas F es coherente
si los conjunto I y J son finitos.

Observacién 3.9. En otras palabras, la definicién anterior es equivalente a la siguiente; un haz F es cuasi-
coherente si para todo abierto afin U el haz F|y; es generado por un Ox (U)-médulo My . F es coherente
si el médulo My es finitamente generado. Note que el médulo depende del abierto que se escoja.

A continuacién se presentan dos ejemplos relevantes para el estudio de los D-médulos, a saber, el haz
tangente y el haz de 1-formas diferenciales. Cabe mencionar que el haz tangente y el haz de 1-formas apare-
cen en geometria diferencial como fibrados vectoriales naturales sobre X.

Ejemplo 3.10 (El haz tangente). Denote por End-(Ox) el haz de endomorfismos lineales del anillo Ox.
Una seccién 0 € Endc(Ox)(X) se dice una derivacién si para todo abierto U de X se tiene que 0|y €
Derc(Ox (U)), donde Derc(Ox (U)) denota el espacio de derivaciones lineales del anillos Ox (U).

Denote por Tx (U) el conjunto de derivaciones sobre U. La asignacién U +— Tx (U) define un Ox-
médulo el cual se denota por Tx. Dado que los médulos Derc(Ox (U)) son finitamente generados, el haz
Tx es coherente.

Ejemplo 3.11. Sea X = C". Entonces Ox (X) = C[X7, ..., X,,] y comose vi en el ejemplo 2.5, Derc(C[ X1, . ..

esta generado por los simbolos 0, ..., 0, tales que 0;(X;) = d;; y extendidos por la regla de Leibniz.
Para un abierto de X, las derivaciones sobre tal abierto se corresponderan con las restricciones de las
derivaciones de X. Si Y C X una variedad afin cerrada, entonces Oy (Y) = C[Xy,..., X, ]/I(Y) y
Derc(Oy(Y)) ={0 € Derc(C[X1,...,X,]) | 0(I) C I}, es decir, Derc(Oy (Y)) esta generado por los
generadores 0; tales que 9;(1(Y)) C I(Y).

) Xn])
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Para poder definir el haz de formas diferenciales recuerde que dada una C-algebra A entonces el A-
modulo de 1-formas diferenciales €2 4 se define como el médulo libre generado en los simbolos da para toda
a € A sujeto a las relaciones d(a + a’) = da + dd/, d(aa’) = (da)a’ + a(da) para todas a,a’ € Ay
dc = 0 para toda ¢ € C. En particular, si A = C[X7, ..., X,,] se tiene que Q4 es el médulo generado por
los simbolos d X, ...,dX,,. Mas atn se puede mostrar que dX;(0;) = ;j, es decir, Q4 y Derc(A) son
duales como espacios vectoriales.

Ejemplo 3.12 (El haz de 1-formas). Para X una variedad algebraica y U un abierto afin de X, Q¢ (v denota
el Ox (U)-médulo de 1-formas diferenciales del anillo Ox (U). La asignaciéon U — Qo () = Qx(U)

define un haz de O x-médulos el cual se denota por {1x. Por definicién este es un haz coherente.

Para cerrar esta seccién, se definen el tipo de variedades algebraicas con las cuales se trabajara en el resto
de esta nota. Este tipo de variedades permitiran entender de manera mucho mas concreta los objetos de
interés, los D-médulos.

Sea X una variedad algebraica y sea 2 € X. Recuerde que el stalk del haz Ox en el punto x se denota
por Ox .. Este es un anillo local con ideal maximal m,. A este ideal pertenecen todas (los gérmenes de) las
funciones que se desvanecen en x. Se dice que X es suave en el punto € X si el anillo Ox , es un anillo
local regular, es decir, si la dimensién del espacio vectorial m, /m?2 coincide con la dimensién de Krull de
Ox ;. Equivalentemente, si (2x , es libre de rango dimensién de Krull de Ox .. La dimensién de X en el
punto z se denota por dim, X y es por definicién la dimensién de m, /m2.

Una variedad algebraica es suave si lo es en cada punto x € X. A una variedad suave se le asocia un
nimero llamado dimensién y denotado por dim X, que por definicién es dim, X para cualquier z € X.
Como el campo base son los nidmeros complejos, entonces las variedades suaves consideradas con la topologia
analitica tienen estructura de variedades complejas. Ejemplos de variedades algebraicas suaves son el espacio
afin y el espacio proyectivo.

Teorema 3.13. Sea X una variedad algebraica suave de dimensién n. Entonces para toda z € X, existe

un abierto afin V' > z y existen funciones regulares X; € Ox (V) y 9; € Tx(V) parai = 1,...,n que

cumplen [8“(97] = 0, 81(X]> = (Sij y Tx|v = @?:1 Ox|vai.

Proof. Ver Teorema A.5.1en [9]. O
Al sistema {X3,...,X,,,1,...,0,} definido en una vecindad afin de un punto z € X se le llamara

sistema de coordenadas locales en .

4. D-M6DULOS

En esta seccidn se presentaran las definiciones del haz de operadores diferenciales sobre una variedad
algebraica suave y los D-médulos sobre tal haz.

4.1. Definiciones. Sea X una variedad algebraica suave de dimensién n. El haz de operadores diferenciales
sobre X, denotado por D, se define como el C-subhaz de Endc(Ox) generado por Ox y Tx. En otras

palabras, para todo abierto U de X el anillo Dx (U) esté generado por simbolos {f,0 | f € Ox(U),0 €
Tx (U)} sujetos a las relaciones:

« J+9=T1gyfi=TgparafgeOx(U).

¢ 0+C=0+Cy[0.()=[0,¢]parad.C € Tx(U).
o f0=16,fcOx(U)6eTx().

o [0,f1=0(f), f € Ox(U),0 € Tx (V).

Equivalentemente, el haz de operadores diferenciales sobre X se puede definir de la siguiente forma. Para
cualquier punto z € X considere {X;,0;}?_; un sistema local de coordenadas alrededor de z en U > z
una vecindad abierta afin. Entonces,
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Dxlv = P Oxlvor ... .05
aeN™
donde o = (a1, ..., ).

Ejemplo 4.1. El 4lgebra de funciones globales para X = C" es el anillo de polinomios en n variables
C[X1,...,X,]. Como se vio previamente, Dcn = Diffc(C[X71,...,X,]) = D,. Explicitamente, D,, =
ClXi,..., Xy, 01,...,0,)/(Xs X; — X;X;,0,0; — 0;0;,0;X; — X;0; — 1,0, =1,...,n).

Ejemplo 4.2. Para C* = C\ {0}, se tiene que I'(C*, Dc+) = Cl2,271,9]/([0,2] = 1, [0,271] = —272).

Ejemplo 4.3. Sea X = P! la linea proyectiva. Sean 0 = [1 : 0] y 0o = [0 : 1] y considere la cubierta de P!
cuyos abiertos afines son Uy = P!\ {co} y U; = P!\ {0}. Identifique Uy con C mediante el morfismo
z: Uy — C,z([1,: x1]) = 21 e identifique U7 con C mediante el morfismo ¢ : Uy — C, z([z¢ : 1]) — zo.
Note que Uy N U; = C*, donde z y ( se relacionan mediante la equacién z = 1/¢.

Se sigue que I(Up, Dpr) = Cl=,0)/([0,2] = 1), T(Uy, Dor) = CIC,01/([0,C) = 1) y '(Uo 1
Ui,Dp1) = Clz,271,0]/([0,2] = 1,[0,27!] = —272). Los morfirmos de restriccién estin dados por
z + 2,0 — O parael caso I'(Uy, Dp1) — I'(Uy N Uy, Dp1) y por ¢ — 271y O — —2z20 para el caso
F(Ul,Dpl) — F(Uo N Ul,Dpl).

Ahora bien, como una seccién global s € I'(P!, Dp:1) debe satisfacer que la restriccién a Uy, s|y,, es de la
forma 2°9’ paraalgunasi, j, y larestriccién a Uy, |y, , es de la forma ¢ "¢ paraalgunas n, m'y que ademas
sobre Uy N Uy tales restricciones coincidan. Se sigue que I'(P!, Dp1) = span{1, 297 |i < j+1, j > 0}.
Mas atin, '(P?, Dp.1 ) tiene base dada por {—9, —220, 220}.

Observequesi E = —9, H = =220y F = 2?0, setieneque [H, E| = 2E,[H,F| = —2Fy|E,F| = H,
es decir, E, H y F cumplen las relaciones del 4lgebra de Lie sl5(C) y por lo tanto se obtiene un morfismo
sobreyectivo U (sl3(C)) — I'(P1, Dp1), cuyo kernel est4 generado por el elemento de Casimir C' = H? +
2EF + 2FE. Por lo tanto, U(sl(C))/(C) — T'(P!, Dp1) es un isomorfismo.

Sea U un abierto en X y considere un operador 7' € Dx (U). Se dira que T es de orden menor o igual a
p si para todo abierto afin V' C U se tiene que T'|y es un operador diferencial de orden menor o igual a p,
(ver definicién 2.2). El orden definido sobre los operadores diferenciales induce una filtracién creciente en
Dx (U) que se denota por FDx (U). Esta filtracién induce una filtracién en Dx denotada por F'Dx, de
tal forma que el haz graduado GrDx es un haz de anillos conmutativos tal que GroDx = Ox.

Por medio de esta filtracién se puede mostrar que Dx es un haz cuasi-coherente de O x -médulos tanto
a izquierda como a derecha. Ademas los haces F),Dx son O x-coherentes y por lo tanto Gr,Dx es Ox-
coherente. Como ya vimos en el caso de anillos (ver seccién 2), la filtracién de grado uno esta generada por
el anillo y las derivaciones. En este caso se tiene el resultado analogo, es decir, F1Dx = Ox ¢ Tx.

Cabe notar que el Teorema 2.12 se puede globalizar de la siguiente forma. Sea X una variedad algebraica
suave, se puede construir una aplicacién simbolo como en el caso de C-algebras, de tal forma que GrDx es
isomorfo como haz graduado al haz de funciones regulares del espacio cotangente (ver [17]).

Decimos que un haz F de O x -médulos es un Dy -médulo a izquierda, si para todo abierto U de X, F(U)
esun Dx (U)-médulo a izquierda para el cual las acciones son compatibles con los morfismos de restriccién.

Observacién 4.4. En otras palabras, una estructura de D x-médulo sobre un O x-mdédulo F se corresponde
con un morfismo Ox-lineal de algebras de Lie V : Tx — Endc(F), 6 — Vj. Es decir, un morfismo que
cumple Vg = fVg, Vg, 9,1 = [Vo,, V2] y Vo(fs) = fVa(s) +0(f)s paratoda f € Ox,0,0,,02 € Tx
yseF.



INTRODUCCION A LOS D-MODULOS 15

En el caso que F sea un Dx-moédulo localmente libre sobre Ox, diremos que el morfismo V es una
conexién plana para el fibrado vectorial asociado a F. En general, esto no ocurre con regularidad pues los
D x-moédulos son en su mayoria cuasi coherentes sobre Ox. Por lo tanto, los D x-médulos generalizan la
idea de las conexiones planas para cualquier rango.

Un caso particular donde se puede garantizar que un Dx-mddulo sea localmente libre es el siguiente: Si
F esun D x-médulo que ademés es O x -coherente, entonces F es localmente libre sobre Ox. Por lo tanto,
se dice que un Dx-mddulo es una conexién integrable o sélamente una conexién si es O x -coherente.

Una clase de Dx-médulos de particular importancia son los llamados holonémicos. Estos D x -médulos
se pueden definir como se vié en la seccién 2.4 en términos de variedades caracteristicas, pero ya que este
tipo de variedades son un poco mas complicadas de definir en el caso general, es suficiente decir que los mé-
dulos holonémicos son los Dx-médulos que genéricamente son conexiones, es decir, son médulos para los
cuales existe un abierto denso en X tal que su restriccién a éste es una conexién. Los médulos holonémicos
forman una categoria abeliana y son de particular importancia en teoria de representaciones.

4.2. Ejemplos. Presentaremos diferentes ejemplos que permitan ilustrar las ideas ya estudiadas de los D-
médulos. Para mayor profundidad véase [2], [17] y [9].

4.2.1. Ejemplo: El trivial. Dx es claramente un D x-médulo a izquierda y a derecha.

4.2.2. Ejemplo: Un poco menos trivial. El haz de funciones regulares sobre X, Ox, es un Dx-médulo
a izquierda. La accién de las funciones estd dada por multiplicacién y las derivadas acttan derivando
funciones regulares. Mas atin, como X es una variedad suave, cuenta con un sistema de coordenadas
{X;,0;}"_,,donde n = dim X. Entonces Ox = Dx/Dx(01,...,0,), donde Dx(d1,...,0,) es el ideal
generado por (01, ...,0,).

4.2.3. Ejemplo: La“funcién” delta. Similar al ejemplo anterior, al considerar el ideal generado por X7, ..., X,,
donde estas son funciones regulares que generan un sistema de coordenadas para X, definase el médulo A x
como el cociente Dx /Dx (X1, ..., X,). Sisedenotalaimagen de 1 en el cociente como §, se sigue que este
elemento satisface § - X; = Oparatodai =1,...,n.

Defina § en un punto z € X de la siguiente forma. Considere A, = C, ®0, Dy, este médulo es
generado por el simbolo ¢, y cumple que ¢, - f = f(x) para f una seccién local de X.

4.2.4. Ejemplo: Formas diferenciales de orden superior - El D-médulo a derecha. Sea wx = A" Qx,
donde n = dim X. wx es el ejemplo prototipico de D x-mddulo a derecha. Las acciones estdn dadas como
sigue. Sean f € Ox,( € Tx ya € wx, entonces o - f := faya-( = —Liec(«), donde la anterior

expresién denota la derivada de Lie.

Notese que en efecto la estructura estd bien definida. Sean (, (1,(2 € Tx, f, f1, f2 € Ox y a € wx,

(a- f1)- fo=(fia) - fo = fa(fra) = (fofi)a = (fif2)a = a- (fif2).
(- f)- (= —Liec(fa) = =((f)a — fLiec(a) = (a- () - f —a-C(f)
Q- [Ch(ﬂ = _Lie[Cl,Cz] (Oé) = _(LieCl (Lieﬁz (0()) LZ@Cz (LleCl( ))) =
(- f)- ¢ =—Liec(fa) = —Liege(a) = a- (fQ) =a-(f-C)

Las anteriores relaciones se siguen por las propiedades de la derivada de Lie. En general un médulo a
izquierda se puede considerar como un médulo a derecha tensorizando por el médulo wx.

(@C1)-Ga—(a-C) G
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4.2.5. Ejemplo: Ecuaciones diferenciales. Sea X una variedad algebraica (analitica) suave de dimensién n
y considere un operador diferencial P. Localmente, para un abierto U de X el operador P se escribe como
P=53, g10!,donde g; € Ox (U), I = (i1, ...,i,) € N esun multi-indice y 97 = 8? -+ Qin. Se quiere
solucionar la ecuacién P(f) = 0 para f en algiin Dx-médulo F. Note que la naturaleza de las soluciones
que se quieran obtener apuntan a que haz F escoger, por ejemplo, si queremos soluciones polinomiales el
haz a escoger es ' = Ox, para el caso de soluciones analiticas tomamos el haz de funciones holomorfas.

Veamos como encontrar el conjunto de soluciones de nuestro sistema de ecuaciones diferenciales. Con-
sideremos un operador matricial P = [P,;] donde i = 1,...p, j = 1,...,q y los P;; son operadores
diferenciales. Por tanto, las soluciones al sistema P f = 0 son de laforma f = (fi,..., f;). Para encontrar
estas soluciones del sistema de ecuaciones P f = 0, considere el morfismo de D x-médulos -P : D% — D%
definido como - P(u) = uP. Considere ahora la sucesién exacta

donde Mp denota el cokernel del morfismo - P. Al aplicar el functor Homp,, (—, F), a la anterior suce-
sidén exacta se obtiene

0 —— Homyp, (Mp, F) — Homp, (D%, F) RN Homp, (D%, F)

Note que Homp, (D%, F) = F" mediante el morfismo (¢ : D% — F) — {p(e;)}i_; para {e;}i_; la
base canénica D’ como Dx-médulo. Por tanto, la anterior sucesion se transforma en

0 —— Homp, (Mp, F) — F1 L Fr

luego Homp, (Mp, F) ={f € F1| Pf =0}

En decir, el espacio Homp, (Mp, F) contiene todas las soluciones del sistema que pertenecen al Dx-
moédulo F. Se dice que el médulo M p representa al sistema de ecuaciones diferenciales.

4.2.6. Ejemplo: La exponencial. Sea X = C ysea A € C. Defina F\ = Dx/Dx (0 — A). Este médulo es
generado por la imagen del 1, (el generador de Dx como Dx-médulo), cuya imagen se denota en F) por
el stmbolo e**. Es decir, E) = Dxe??,y (0 — \)e?* = 0. Nétese que der = \e?,

Ahora, como se vio en el Ejemplo 4.2.5, el espacio Homp,, (E, F) debe capturar la informacién de las
soluciones del operador P = 0 — A, que pertenecen al haz F. Si se toma 7 = Ox, una solucién f que sea
global debe cumplir que f € Ox(X) = C[z], (0 — A)f = 0, la cual no existe. Considerando a X con la
topologia usual y tomando F como el haz de funciones holomorfas, se encontraria que existe una seccién
global f tal que (0 — A\) f = 0; la funcién exponencial usual.

4.2.7. Ejemplo: La “funcién” z*. Sea X = C y sea \ € C. Considere el médulo M, = Dx/Dx (20 — ).
Como en el ejemplo anterior 4.2.6, a la imagen del 1 en Dx se denotar4 por 22, Asi se tiene que My =
Dx2*. Ademas se cumple la ecuacién diferencial (20 — \)2* = 0, i.e, 202" = A2

Adicionalmente, sobre M), se tiene lo siguiente. Defina el operador E = z0 en Dx y note que [E, z] = z
y [E,0] = —0. Por lo tanto, se tiene que Fz = z2(E + 1) y EQ = O(F — 1). Luego en el médulo M), z
y O son vectores propios del operador E con valores propios A + 1 y A — 1 respectivamente. Es decir, se
ha obtenido que Ez = 2(A + 1) y E9 = 9(\ — 1). Por induccién en n se sigue que Ez" = z"(A+n)y
EO™ = 90™(\ —n).

Defina las siguientes acciones z - 2* = 2’1, 2* = \zA 1y B 2* = ()2}, Si \ ¢ Z, ninguna de las
anteriores acciones se anula, por lo tanto, el médulo M} esirreducible. Caso contrariosi A € Z, existird una
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potencia de z que se anula y por tanto la accién de 0 en este elemento se anula, asi el médulo sera reducible.
Los ejemplos 4.2.2, 4.2.3, 4.2.5, 4.2.6 y 4.2.7 son, ademas, ejemplos de médulos holonémicos.

5. APLICACIONES

En esta seccidn, se presentan dos de las aplicaciones mas célebres de la teoria de los D-médulos. La cor-
respondencia de Riemman-Hilbert y el teorema de localizacién de Beilinson y Bernstein.

La correspondencia de Riemann-Hilbert, en su forma original se pregunta sobre la existencia de sistemas
de ecuaciones diferenciales regulares, dada una representacién del grupo fundamental de la variedad en la
cual est4 definido el sistema. En términos més generales, la correspondencia de Riemann-Hilbert afirma que
conexiones singulares regulares sobre una variedad fija estdn en correspondencia uno a uno con representa-
ciones de su grupo fundamental. En el libro [6], P. Deligne demuestra este teorema en el contexto de haces
y categorias derivadas. Una introduccién a este tema se puede encontrar en la primera parte del libro [9] y
en los capitulos 3 y 4 del libro [5].

La segunda aplicacién, el teorema de localizacién de Beilinson y Bernstein, afirma que toda representacién
de un algebra de Lie semisimple se puede entender geométricamente como un D-médulo sobre la variedad
bandera del 4lgebra de Lie. Esta importante relaciéon permitié demostrar las conjeturas de Kazhdan-Lusztig
las cuales permiten identificar todos los médulos simples que componen a un médulo de Verma, (un médulo
indescomponible de peso maximo), es decir, permiten conocer el caracter de cualquier representacién irre-
ducible en términos de los médulos de Verma. Ademas de esto, este teorema dié inicio a la teoria geométrica
de representaciones. La demostracién de este teorema est publicada en el articulo [4]. Una introduccién
compacta al tema se encuentra en las notas de D. Gaitsgory “Geometric Representation Theory”, [7]. En la
segunda parte del libro [9] se encuentra el tema de manera comprensiva ademés de la demostracién de las
conjeturas de Kazhdan - Lusztig. En los articulos [15] y [16] se puede encontrar el planteamiento original
de las conjeturas de Kazhdan - Lusztig y su estudio utilizando geometria algebraica.

5.1. La correspondencia de Riemman - Hilbert. Sea X una variedad algebraica suave. En la seccién 4 se
definié una conexién como un Dx médulo que es Ox coherente. En particular, éstos médulos son Dx-
modulos localmente libres de rango finito sobre Ox. La categoria de las conexiones sobre X se denota por

Conn(X).

Sea F € Conn(X). Es claro que la estructura de Dx-médulo de F es equivalente a la existencia de un
morfismo de 4lgebras de Lie V : Tx — Endc(F). Por lo tanto, tiene sentido considerar secciones s tales
que Vy(s) = 0 para toda seccién del haz tangente . Considere el haz £ » definido por las secciones para las
cuales la conexién se anula, es decir, para U C X abierto,sea L (U) = {s € F(U) | Vg(s) =0V0 € Tx }.
Se puede mostrar que £ es un haz localmente isomorfo a C, es decir, es un haz de C-espacios vectoriales.
Este tipo de haces se llaman sistemas locales. Reciprocamente, dado un sistema local £, se puede construir
una conexién como F, := Ox Q¢ L.

Con lo anterior se puede escribir una primera instancia de la correspondencia de Riemman - Hilbert:

Teorema 5.1 ([9], Corolario 5.3.10). La categoria de conexiones sobre X es equivalente a la categoria de
sistemas locales sobre X.

Existe una versién mucho mas sofisticada del Teorema 5.1 el cual va mas alla de los propésitos de estas
notas. No sobra decir que este Teorema es un primer resultado en el estudio de sistemas de ecuaciones difer-
enciales en dominios del plano complejo. La idea es que dada una ecuacién diferencial es posible asociarle
una matriz (llamada monodromia) que permite medir la diferencia entre las soluciones locales y globales
del sistema. Adicionalmente, esta matriz corresponde con a una representacién del grupo fundamental del
dominio sobre el cual estd definido el sistema en cuestién. Esta representacion a su vez se puede interpretar
como un sistema local en el dominio de interés. La pregunta original, el problema ndmero 21 de Hilbert, es
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el siguiente. Dada una matriz de este tipo (i.e. de monodromia) es siempre posible encontrar una ecuacién
diferencial que realice tal matriz. La respuesta fue afirmativa gracias al Teorema 5.1.

5.2. Elteorema de Localizacién de Beilinson y Bernstein. Comose vié enel Ejemplo 4.3,¢ : U(sl2(C))/(C) —
['(P!, Dp1) es un isomorfismo de lgebras, donde C es el elemento de Casimir. Se puede mostrar que C' gen-
era el centro Z = Z(U(sl3(C)) del algebra envolvente U(sl2(C)), por lo tanto el isomorfismo ¢ se escribe
asi U(sl2(C))/Z - U(slz(C)) — I'(P!, Dp1). Este isomorfismo se puede extender a una versién mas general
valido para cualquier algebra de Lie semisimple.

Sea g un 4lgebra de Lie semisimple y sea U(g) el algebra envolvente de g. Se denota por Z el centro de
U(g). Sea X la variedad bandera de g, es decir, la variedad que tiene como elementos todas las subalgebras
de Borel de g. En particular para g = s[,,(C), X ={F = 0=V, Cc WV C---CV,.1 CV, =
C") | dimc V; = i}. Asi, para sl(C), X es el espacio de lineas en C?, es decir, X = P*.

Sea Dx el haz de operadores diferenciales en la variedad bandera X y I'( X, Dx ) el conjunto de secciones
globales.

Teorema 5.2 ([7], Teorema 6.18). Existe un isomorfismo de algebras U(g)/Z - U(g) — I'(X, Dx).

Mas atin, se puede demostrar que el functor I'( X, ) no tiene cohomologia en grado superior y que todo
Dx-médulo F esta generado por las secciones globales. A partir de estos resultados junto con el Teorema
5.2 se puede demostrar el siguiente:

Teorema 5.3 (Beilinson - Bernstein, [4]). La categoria de U(g)-médulos con accién trivial del centro (i.e.
la categoria de U(g)/Z - U(g)-médulos) es equivalente a la categoria de D x-médulos que son Ox -cuasi-
coherentes.

Proof. (Idea de la demostracién.) El functor I'(X,_) tiene por adjunto a izquierda el functor Loc( ) =
Dx ®u(g)/z-U(g)( ). Porlo tanto tenemos el morfismo de adjuncién 1¢/(g)/7.07(g)—mod = I'(X, )oLoc.
Ahora, para I, J dos conjuntos, considere N € U(g)/Z - U(g) — mod y la secuencia exacta (U(g)/Z -
U(g))! — (U(g)/Z -U(g))” — N — 0. Entonces, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

(U(g)/Z-U(g))" U(a)/Z-U(g))’ N 0

| | |

I'(X, Loc((U(g)/Z - U(g))")) —=T(X, Loc((U(g)/Z - U(g))”)) — T(X, Loc(N)) —= 0.

Por el teorema 5.2

T(X, Loc(U(g)/Z - U(g)¥)) = T(X, (Dx)¥)) = (U(a)/Z - U(g)) para K =
I,J,asiI'(X, Loc(N))

= N. Anéilogamente, para M un Dx -médulo se obtiene Loc(I'(X, M)) = M.
]
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